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Electrodinámica cuántica de 
cavidades y de guías de onda  

5 lección 



0. Una revisión de 
Electricidad y Magnetismo. 



Ecuaciones de Maxell: 



La Ecuación de Onda: 



Una nota sobre polarización 

La ley de Gauss en espacio libre: 

Si existe un “gradiente transversal” en el 
campo radiado propagándose en z, existe 
una polarización longitudinal también en z 



La densidad de energía del campo 
electromagnético 

La densidad de energía: 
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Presión del campo electromagnético 
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Volumen
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Desde el punto de vista del Vector de Poynting: 
Flujo de la densidad de energía 

E S = E  X  B/µo  

A 

dl = cdt 

V = Adl 

B 
!
S = 1

µ0

!
E ×
!
B

S = c
µ0
B2 = ε0cE

2



Potencia
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Para que esta potencia pueda ser absorvida el campo debe 
estar haciendo trabajo en las cargas eléctricas en A 
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las cargas en esta Area A sienten la fuerza de Lorentz 
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La constante sola es aproximadamente 1.3 kW/m2 = Wc/V  

La densidad de energía = presión =  1.3 x 103 W/m2  
3 x 108 m/s 

0.4 x 10-5 W s/m3  = 0.4 x 10-5  J/m3  = 4 mN/m2    

(no muy grande) 

P = F/A =     W/V = W/Acdt  

recuerden: 

Impulso = momentum entregado = Fdt = W/c 

Ejemplo numérico 



La dirección de la fuerza de Lorenz en este caso es 
perpendicular al campo eléctrico y al campo 

magnético, en la dirección de propagación de la onda   

El campo magnético de la onda es responsable de la 
presión ejercida por el campo electromagnético. 

 
Cuando les digan que el campo magnético no 
importa, se están olvidando de la presión de 

radiación, la base de buena parte del enfriamiento por 
láser y de los fenómenos mecánicos inducidos en 
átomos y moléculas por su interacción con la luz. 



El dipolo clásico 



El átomo de Lorentz: el electrón oscila 
alrededor de un ión pesado 

Impulsado por un campo monocromático: 

Oscilador armónico impulsado 



Hay una resonancia (divergencia) y un 
cambio en la fase. 

El dipolo atómico es: 



Con amortiguación (la carga se acelera 
por lo que irradia)::

En la resonancia hay un desfase de π / 2 y 
no hay divergencia. 



Polarizabilidad (escalar): 

Suceptibilidad (escalar) 

Relación entre polarizabilidad y dipolos 



Índice de refracción complejo 

Coeficiente de absorción e índice de refracción 



Cerca de resonancia 

Formas de línea Lorentzianas (una como 
derivada de  la otra). Relacionado con las 

relaciones de Kramers Kroning. 



Aproximación de la lorentziana cerca de 
resonancia: 



Ley de Beer-Lambert para la transmisión de luz a 
través de un medio absorbente. 

Modelo de Abrahams Lorentz: 



1. Un átomo interactuando 
con luz en espacio libre.  



La absorción y la emisión espontánea son 
reversión de tiempo una de la otra, se puede 
decir que esta es la parte clásica. La emisión 
espontánea es lo cuántico, eso es el salto. 



Sección eficaz de un dipolo (el mismo 
resultado para un dipolo clásico que para 

un átomo de dos niveles): 

σ 0 =
3λ 20
2π

Esta es la “sombra” causada por un dipolo  
en un haz de luz, absorviendo en 

resonancia a la longitud de onda λ0.  



H =
!
d ⋅
!
E

Energía debido a la 
interacción entre el dipolo y 
un campo eléctrico.   

!
d = e 5S1/2

!r 5P3/2

El elemento de matriz del dipolo entre dos 
estados está fijado por las propiedades de los 
estados (parte radial) y los coeficientes de 
Clebsch-Gordan de la parte angular de la 
integral. Es unas pocas veces ea0 (radio de 
Bohr por la carga del electrone) entre el 
estado S de base y el primer estado excitado  
P en los átomos alcalinos (Li, Rb). 



Ley de Beer-Lambert para la 
atenuación de la intensidad 

dI
dz

= −α I si α es resonante e independente

de I , α0 (no se satura)

I = I0 exp(−α0l)
dondeα0 =σ 0ρ

y ρ = N /V es densidad de dipolos en una  longitud l



Tasa de decaimiento 
(Regla de oro de Fermi) 

rad 

Densidad del espacio de fase Interacción 



γ0 =
ω0
3d 2

πε0!c
3

Donde d es el momento dipolar 

Tasa de decaimiento 
(Regla de oro de Fermi) 



Intensidad de saturación: 
Un fotón cada dos vidas medias ( τ0=1/γ0)     

sobre la sección eficaz (resonante) del 
átomo.   
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Si I=Is la tasa de emisión estimulada es igual a la 
tasa de emisión espontánea (Frecuencia de Rabi 
Ω) y la población en el estado excitado es 1/4. 
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Is

Población excitada = 1
2
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2. Átomos en cavidades electromagnéticas 
(tratamiento semiclásico) 
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Acoplamiento de átomos y cavidades: 

Excitación Salida 

  N átomos de dos niveles acoplados a un solo modo 
del campo electromagnético (g). Excitando la 

cavidad con discipación tanto en átomos (γ) como en 
la cavidad  (κ). Micro-ondas Luz visible 

Micromaser Biestabilidad óptica 
Cavity QED 



Elemento absorbtivo 
Un absorbedor saturable tiene un coeficiente de 

absorción que es una función no lineal de la 
intensidad I: 

 
 
 
 

Si la cavidad está en resonancia (el pico de la 
transmisión) a baja intensidad, la absorpción 
es alta y la salida de luz es baja. La luz se 

pierde en fluorescencia. Si la intesnsidad es 
alta I>>Is , el medio no puede absorber toda la 

luz y la salida de la cavidad aumenta.  
 

α =
αo

1+ I / Is
    



  εn+1(0) = T EI +Re− αl eiKLεn (0)
Donde ε n+1 es el campo eléctrico después de la n+1 
vuelta dentro de la cavidad, L (l) el la longitud de la 

vuelta (medio), α es el coeficiente absorpción y R=1-T 
la reflectividad del espejo (intensidad)  

El campo dentro de la cavidad (anillo) proviene de la 
suma de la excitación mas lo que esté ya dentro.  

non-linear 
EI, I I ET,  IT 

100 % 100 % 

l  
(0)

T T

ER, IR

(l )



•   El estado estable del campo eléctrico dentro de la cavidad 
     debe ser constante tal que  εn+1(0) = εn (0) = ε0

     ∴   ε0 = T E1 +Re−αl eiKLε0

     rearreglando da:  ε0 =
T EI

(1−Re−αl+iKL )
       

•    El campo de salida (transmitido) es la transmitancia  
      multiplicada por el campo eléctrico en el punto l.

      ET = Tε(l) = Tεoe
(−α+iK )l

•     la amplitude de transmisión es:  

           
ET
EI

=
TeiK (l−L)

eαl−iKL − R
   



 Biestabilidad Óptica 



Coeficiente de absorción en resonancia si es 
saturable en función de I: 

 
 
 
 

si αl<<1,  La transmisión en resonancia es: 
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La razón de las pérdidas en una vuelta para N átomos 
con densidad ρ es la cooperatividad. Pérdidas 

atómicas (αl), en la cavidad (T) cuando l=L 
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αol /T

1+ IT / IsT
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con Y =
EI

2
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; y X =

ET
2

TIs

Campo: 

Intensidad: 



A baja intensidad, la entrada y la salida están 
relacionados linealmente.   

 
 y = x (1+2C) ; x/y=1/(1+2C) va como 1/N 

 
Y=y2 ; X=x2  Las intensidades de entrada (Y) y 

salida(X) 

 
Y=X(1+2C)2 ; X/Y=1/(1+2C)2 va como 1/N2 

 
Para X>>1; I>>Is,  

 
 y = x ; Y=X +4C 

 
Casi como una cavidad vacía 



A intensidad intermedia, cuando la saturación 
aparece.   
 
Sucede en este modelo simple para el caso 
cuand C>4. C es equivalente al negativo del 
parametro de bombeo del laser.  
 
También puede ser interpretado como la razón 
entre el acoplamiento coherente (gN1/2) y los 
incoherente (κ,γ).



Respuesta entrada-salida para diferentes cooperatividades. 
C=0 sin átomos, C=60 con atomos. La intensidad de la 

excitación puede saturar los átomos y se recupera la relación 
lineal con pendiente uno entre Y y X.  



Aumentando el número de átomos en la cavidad: 



Estado estable con desencaje atómico y de la cavidad: 

Límite dispersivo (Kerr) cuando Θ=0 y Δ >> 1  : 

y = −ix 2CΔ
1+Δ2 + x 2

Θ =
ωc −ωl

κ
; Δ =

ωa −ωl

γ / 2



El espectro de tranmisción : 

cuandoωc =ωa Ω = (γ / 2)Δ =κΘ ΩV .R. = g N = Cκγ

Estado estable con desencaje atómico y de la cavidad: 



Dos osciladores acoplados 

Uno es más cavidad y el otro atómico 



Absorpción de átomos 

Fabry Perot 

Modos acoplados 



Espectro de transmición a baja intensidad para 
diversos desencajes atómicos.  



Cálculo del espectro de transmisión para 
diferentes desanclajes atómicos.  



Las ecuaciones de Maxwell Bloch 





+
/2 

γ  is the rate of spontaneous emission  
(energy decay)  

κ  is the rate of escape of the field 
ωa,c,l  refer to atom, cavity, laser     

Θ =
ωc −ωl

κ
; Δ =

ωa −ωl

γ / 2



Low intensity x<<1: with D=0, resonant Δ=0 
and Θ=0 weakly driven. 

 
Two coupled oscillators 



!x =κ (−x + 2Cp+ y)
!p = γ (−p− x)
Steady state
y = x − 2Cp
p = −x
y = x(1+ 2C)
κ >> γ !p = −γ (1+ 2C)p−γ y
γ >>κ !x = −κ (1+ 2C)x +κ y

Enhanced  
emission 



Steady state with detuning and at all intensities: 

Dispersive limit when Θ=0 and Δ >> 1  : 

y = −ix 2CΔ
1+Δ2 + x 2



Respuesta a excitación escalón 



Estudio de la dinámica del sistema (respuesta 
a excitación con función escalón). 



Decaimiento de la cavidad vacía 



 Respuesta de la cavidad con átomos (función escalón) 



Espectro de transmisión con intensidad 
arbitraria. 





Espectro de transmición para diferentes intensidades. 



Teoría 



Histéresis (oscilador no lineal) en 
frecuenciaen el sistema átomos-cavidad. 



Solución con las ecuaciones de Maxwell Bloch con 
N átomos. 

Un solo átomo con el Hamiltoniano copleto.The El 
sistéma no muestra histéresis.  



3. Cavity QED 



  

 Cavity QED en el régimen óptico 
  

Electrodinámica cuántica para peatones. No se 
neceista renormalizar. Hay un solo modo del campo 

electromagnético. 
    

     ATOMOS + CAVIDAD 
   
Régimen perturbativo: acoplamiento < disipación. El 
decaimiento puede incrementarse o suprimirse 
(cavidad menor a λ), cambios en los niveles de 
energía. 
Régimen no-perturbativo: acoplamiento > 
disipación. Desdoblamiento de los niveles por el  
acoplamiento g (Vacuum Rabi). 



El acoplamiento dipolar entre el átomo y la 
cavidad:

 
El campo de un fotón en una cavidad con 

volumen Veff es: 

�
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PD

Cavidad Vacía (Fabry Perot) 
Luz



C1=
g2

κγ
C=C1N

g≈κ ≈γ

Acoplamiento dipolar 

Emisión espontánea 

Decaimiento de 
la cavidad  

Coperatividad: razón entre lo que 
escapa por el modo y todo lo 
demás.  
Coperatividad para un átomo: C1 
Cooperatividad para N átomos: C 



y 

x 
Excitación 

-2Cx 
1+x2 Polarización atómica : 

Transmisión 
x/y= 1/(1+2C) 

Estado estable 



Dinámica de Jaynes Cummings 
Oscilaciones de Rabi : 

Intercambio de excitación para N átomos: 

Ng≈Ω



Algunos parámetros 



Mejora de acoplamiento 
γ rad

γ1D

α =
γ1D
γ0γ0



Eficiencia de acoplamiento 
γ rad

γ1D

γ0
β =

γ1D
γTot

; γTot = γ1D +γ rad



Factor de Purcell 
γ rad

γ1D

γ0
γTot = γ1D +γ rad

FP =
γ tot
γ0

=
α
β



Cooperatividad 
γ rad

γ1D

γ0
C1 =

β
(1−β)

=
γ1D
γ rad



Cooperatividad 
γ rad

γ1D

γ0 C1 =
g2

κγ0



Cooperatividad 
γ rad

γ1D

γ0
C1 =

σ 0

Areamode
1
T



La mejora de acoplamiento α es proporcional al 
número total de fotones emitidos en el modo de 
cavidad. 
 
La eficiencia de acoplamiento β  es el porcentaje de 
fotones emitidos en el modo en relación con el número 
total de fotones emitidos. 
 
La cooperatividad es la razón entre los fotones 
acoplados al modo y los emitidos a otros modos. Es la 
inversa del número de átomos que son necesarios 
para observar efectos no lineales en la cavidad. 



Algunas implementacciones 
•  Rydbergs en cavidades  superconductoras (Micro-

ondas) 

•  Átomos alkalinos en cavidades (Óptico) 

•  Quantum dots, defectos en diamantes en 
microcavidades (Optical) 

•  Ions atrapados con sus modos vibracionales 
(fonones) 

•  Circuit QED Qubits superconductores en cavidades 
superconductoras (Micro-ondas) 

•  Polaritones en microcavidades (fotones)



La cooperatividad se ha convertido en la figura de 
mérito para muchos experimentos en óptica e 

información cuántica, no esta limitada a cavity QED.  
 

Como elegir una plataforma? 

C = σ 0

Areamode
1
T
N C = g2

κγ0
N

Tomen el área del modo como π(λ/2)2, y σ como 
3λ2/2π . C no depende del “átomo o dipolo” 

Otra aproximación es maximizar g  con un campo E0 
grande minimizando el volumen del modo de la 

cavidad V 



Las soluciones están guidadas por sus recursos y 
dónde quieren alcanzar el ideal.   

 
Las micro-ondas pueden ser confinadas en 

cavidades con areas del modo comparables a la 
sección eficas de los átomos de Rydberg. 
(Experimentos dirigidos por S. Haroche) 

 
Es más dificil en el visible, pero desarrollos recientes 

ENS haciendo espejos micrométricos pueden 
ayudar.  



Hamiltoniano cuántico para N átomos 

 átomos libres 
 campo libre 

Interacción 

 Decaimiento 
Atómico 

Decaimiento  
Cavidad 

Excitación del 
modo 

J. C.















Para dos fotones 

Oscillations Fourier Transform P(n) 



Para cuatro fotones 

























4. Los límites del acoplamiento 



Si el interés esta univamente en  g, el acoplamiento 
entre el dipolo y el modo, veamos que pasa en 

Electrodinámica Cuántica de circuitos (circuit QED) 



El dipolo d con dimensiones características L es 
una cavidad coaxial de longitud  λ/2 y radio r 



El volumen del modo coaxial está mucho mas 
confinado que  λ3 

g = dEυ

!
; d = eL

Veff = πr
2λ / 2;

Eυ =
1
r
!ω 2

2π 2ε0c
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La constante de acoplamiento puede cer un 
porcentage de la frecuencia de excitación.  

g
ω
=

L
r

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
2α
π

= 0.068 L
r

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

El modelo de Jaynes Cummings ya no es 
necesariamente el adecuado. 
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